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تشابه . 
اشـاره: ابتـدا بـه تاريخچـه اى مختصر 
رمـز  و  راز  و  مكتـب  پيدايـش  دربـاره ى 
فيثاغورسـيان اشـاره مى كنيم و سپس به 
روش هايى كه به اثبات رابطه ى فيثاغورس 
مى انجامنـد مى پردازيم و در آخر برخى از 

كاربردهاى آن را بررسى مى كنيم.

تاريخچه
ــيم بندى زمين هاى اطراف نيل، كه هر  تقس
سال بر اثر طغيان آب از بين مى رفت سبب مى شد 
كه هرچند يك بار اين تقسيم بندى تجديد شود. 
شيوه ى تقسيم بندى به اين صورت بود كه مثلثى 
ــنگ چين  ــاد 3 و 4 و 5 (واحد طول) با س ــا ابع ب

ــوادى ديگر  ــا چوب يا م يا نى ي

را︋︴﹥ ی ﹁﹫︓︀︾﹢رس، ا︔︊︀ت 
و﹋︀ر︋︣د﹨︀ی آن

موسي هاشملو

ــاد داراى يك  ــتند كه مثلثى با اين ابع ــاختند. آنان مى دانس مى س
ــت.  ــت عمود بر هم) اس زاويه ى قائمه (يعنى داراى دو پاره خط راس
بنابراين با اين روش به سادگى، قطعه زمين هايى مانند شكل زير را 

كه داراى گوشه يا گوشه هايى قائم بودند، تقسيم مى كردند. 

ــورس رابطه ى بين ضلع هاى مثلث مصرى را پيدا كرد كه  فيثاغ
ــان داد كه اين  ــود. فيثاغورس نش با رابطه ى 52=42+32 بيان مى ش
رابطه براى هر مثلث قائم الزاويه با ضلع هاى b، a و c به صورت زير 

درست است و رابطه هايى براى اين ضلع ها پيدا كرد. a2+b2=c2

ــه اى كه ضلع هاى آن ها با عددهاى  امروزه مثلث هاى قائم الزاوي
طبيعى بيان شوند، مثلث هاى فيثاغورسى ناميده مى شوند.

ــد كه در هر مثلث  ــب را متعلق به فيثاغورس مى دانن اين مطل
ــود برابر است با مجموع  ــاخته ش قائم الزاويه، مربعى كه روى وتر س

مربع هايى كه روى دو ضلع ديگر ساخته مى شود.

راز مكتب فيثاغورسى
ابتدا گمان مى كردند كه ضلع هاى هر مثلث قائم الزاويه 
را مى توان با عددهاى طبيعى بيان كرد، ولى بررسى هاى 
رياضى دان هاى مكتب فيثاغورسى نشان داد كه اين تصور 
درست نيست، براى مثال، مثلث قائم الزاويه ى متساوى الساقين 
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ــى نيست، زيرا نمى توان عددهايى صحيح پيدا  يك مثلث فيثاغورس
كرد كه در رابطه ى زير صدق كنند:

a b : a a c= + =2 2 2 a      يا          c=2 22

(امروزه مى دانيم كه تساوى اخير، معادل تساوى زير است:
c a= 2 c        يا          

a
= 2

ــر  2 را نمى توان به صورت يك كس ــوان ثابت كرد كه  (مى ت

وجود ندارد.)  2 نوشت، يعنى عددى گويا مساوى 
ــى ها مصيبت بار بود، زيرا اين اعتقاد  اين كشف براى فيثاغورس
ــتند،  آن ها را كه همه ى پديد ه ها با عددهاى طبيعى قابل بيان هس
ــاى عددها با دنياى  ــف اين مطلب كه دني ــت كرد. كش دچار شكس
ــت  ــت، چنان اثر بزرگى داش ــى متفاوت اس ــاختمان هاى هندس س
ــى آن را به عنوان رازى مخفى كردند و  ــمندان فيثاغورس كه دانش

بررسى هاى هندسى را به طور كلى از حساب جدا كردند.
اين مطلب به طور جدى مانع پيشرفت حساب در يونان شد، در 

حالى كه هندسه را به نحو سريعى تكامل داد.

افتخار تفكر رياضى فيثاغورسى
مشهورترين كشف فيثاغورسى اين است:

«مربعى كه روى وتر مثلث قائم الزاويه ساخته شود برابر است با 
مجموع مربع هايى كه روى ضلع هاى مجاور به زاويه ى قائمه ساخته 

( a b c+ =2 2 2 مى شوند.» عكس اين مطلب هم صحيح است: (
ــى:صدق  ــرايط فيثاغورس اگر ضلع هاى b، a و c از مثلثى در ش
ــت و زاويه ى  ــث مفروض قائم الزاويه اس ــد، در اين صورت مثل كنن

قائمه ى آن روبه روى ضلع c (وتر مثلث) است (مطابق شكل زير).

A

BC

b

a

c

ــت كه سه ضلع آن با عددهاى صحيح  به ويژه مثلثى جالب اس
بيان شود و شرط فيثاغورسى در مورد آن ها برقرار باشد.

ــى را  ــرط فيثاغورس براى مثال، مثلث با ضلع هاى 3، 4 و 5 ش
قبول دارد:

32+42=52

و اين ساده ترين و معروف ترين مثلث فيثاغورسى است.
در اين جا چند مثلث فيثاغورسى آورده ايم:

a=3       b=4     c=5  
a=5    b=12    c=13
a=15   b=8     c=17
a=7    b=24    c=25
a=21   b=20    c=29
a=9    b=40    c=41
a=10   b=24    c=26

ــا در  ــن مثلث ه ــه ى اي ــود كه هم ــده مى ش ــادگى دي ــه س ب
ــن  ــد و بنابراي ــدق مى كنن a ص b c+ =2 2 ــى 2 ــرط فيثاغورس ش

قائم الزاويه اند.
در مصر قديم و ساير كشورهاى شرق آسيا از مثلثى كه ضلع هاى 
ــاختن زاويه ى قائمه (يعنى براى رسم  ــد، براى س آن 3 ، 4 و 5 باش
ــت عمود بر هم) در عمل استفاده مى كرده اند. تصادفى  دو خط راس
ــبت هايى را در اندازه هاى  ــن نس ــان چني ــت كه باستان شناس نيس
ــنگ هاى تراشيده  شده ى هرم خفرون پيدا كرده اند. اين حقيقت  س
بسيار جالب است كه اتاق فرعون در هرم مشهور خئوپس اندازه هايى 
ــاى 3، 4 و 5 مربوط اند. اگر قطر تمام اتاق  ــه كاملاً به عدده دارد ك
را 5 واحد بگيريم، بزرگ ترين ديوار آن 4 و قطر كوچك ترين ديوار 

آن مساوى 3 واحد است.
مطابق شكل زير:

3 5

4
(اتاق فرعون در هرم خئوپس)

ــد،  ــتان، مثلثى را كه ضلع هاى آن 3، 4 و 5 باش در دوران باس
ــاب مى آوردند. چنين مثلثى  ــرارآميز و جادويى به حس ــكلى اس ش
ــط آن با عدد 12 بيان  ــب ديگرى هم دارد. محي ــاى جال خاصيّت ه
ــود و مساحت آن برابر با 6 است، يعنى عددى كه درست بعد  مى ش
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ــه عدد ضلع ها قرار گرفته است؛ بالاتر از همه مى توان سه عدد  از س
ــد،  ــوع مكعب هاى آن ها خود مكعب كاملى باش ــدا كرد كه مجم پي

براى مثال:
(رابطه ى منتسب به افلاطون) 63=33+43+53

ــت كه حجم مكعبى به ضلع 6 واحد  اين رابطه به معناى آن اس
ــه مكعب با ضلع هاى مساوى 3، 4 و 5  برابر با مجموع حجم هاى س

واحد است (اين قضيه منتسب به افلاطون است).
ــى خاصيت هاى جالب ديگرى هم دارند كه  عددهاى فيثاغورس

در اين جا بدون اثبات آن ها را ذكر مى كنيم:
ــه» مضربى از 3  ــاى مجاور به زاويه ى قائم ــى از «ضلع ه 1) يك

است.
ــه» مضربى از 4  ــاى مجاور به زاويه ى قائم ــى از «ضلع ه 2) يك

است.
3) يكى از سه عدد فيثاغورسى مضربى از 5 است.

ــتاها موقع ساختن خانه ها  بدون ترديد، هنوز هم نجارهاى روس
يا انبارهاى چوبى براى اين كه زاويه ى قائمه به دست آورند از مثلثى 
به ضلع هاى 3، 4 و 5 استفاده مى كنند؛ و اين درست همان شيوه اى 
ــال قبل براى ساختمان معبدهاى بزرگ در  ــت كه در هزاران س اس

مصر، بابل، چين و احتمالاً در مكزيك به كار مى رفته است.
ــف  ــورس اين خاصيت مثلث قائم الزاويه را كش ــن، فيثاغ بنابراي
ــن خاصيت را  تعميم  ــت اي ــتين بار توانس نكرد، بلكه او براى نخس
دهد، آن را ثابت كند و از نظر علمى به جنبه هاى عملى آن برسد.

روش هايى براى اثبات رابطه ى فيثاغورس
ــاقين اولين حالت خاص مورد  ــث قائم الزاويه ى متساوى الس مثل
ــادگى  ــكل زير، به س ــت كه با توجه به ش ــر فيثاغورس بوده اس نظ

مى توان نتيجه ى مورد نظر را در آن به دست آورد:

a c

a b c a b

a + =

+ = =

2 2 2

2 2 2 و

و يا
      a c=2 22       

A B

C

a

c

a

a

c

a

ــطح مربع هاى دو ضلع قائمه كه هر يك  ــت كه س     بديهى اس
ــده اند، مربع وتر كه به چهار مثلث  ــاوى تقسيم ش به دو مثلث مس

مساوى تقسيم شده است را مى پوشانند.
تقريباً هر قرنى كه مى گذرد روش هاى جديدى براى اثبات اين 
ــاى جديد اثبات به وجود  ــود يا لااقل فكر روش ه قضيه ارائه مى ش
ــيده است.  مى آيد. هنوز هم افزايش تعداد اين اثبات ها به پايان نرس
اقليدس در كتاب مقدمات خود به 8 طريق اين رابطه را ثابت كرده 
است. خواجه نصيرالدين طوسى نيز آن را در سال 1594 ثابت كرد. 
در اين جا به بيان چند روش جالب كه به هم ارزى شكل ها و تساوى 

مساحت ها مربوط مى شود، مى پردازيم.
روش اول:

اين روش، اثبات احتمالى خود فيثاغورس است:

c

cb

b b

b

I

b

c2

2 ш

п
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b

b
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c

c

a
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2
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п
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ــوع b و c يعنى  ــاوى مجم ــازيم كه ضلع آن مس مربعى مى س
ــث قائم الزاويه ى مفروض  ــه زاويه ى قائمه از مثل ــاى مجاور ب ضلع ه
ــكل (1)). اين مربع را به دو مربع c2 ، b2 و دو مستطيل  ــد (ش باش

مساوى به ضلع هاى b و c تقسيم مى كنيم.
ــه چهار مثلث قائم الزاويه ى  ــتطيل ها را به نوبه ى خود ب اين مس
ــم. اين مثلث ها را  ــيم مى كني ΙΙΙ و I  V  ، تقس  ، ΙΙ  ، Ι ــاوى  مس
آن طور كه در شكل (2) ديده مى شود قرار مى دهيم. در اين صورت 

( شكل1)

( شكل2)



ــع (1) با مربع (2)  ــت مى آيد و چون مرب ــه مربع a2 به دس بلافاصل
معادل و برابر است؛ مى توان نوشت:

b  شكل (1) c bc a bc+ + = +2 2 24 4 شكل (2)  
از حذف 4bc از دو طرف تساوى بالا:

b c a+ =2 2 2
ــر از مربع به ضلع  ــكل هاى (1) و (2)، اگ ــه: با توجه به ش نتيج
ــم، از يك طرف b2+c2 و از طرف ديگر  ــدار 2bc را كم كني b+c مق

a2 را مى دهد،  يعنى:

a2+b2=c2

روش دوم:
اثبات بها سكارا (مؤلف معروف قرن دوازدهم).

ــته  ــكل تنها يك كلمه نوش ــى دان بزرگ هند، زير اين ش رياض
است: نگاه كنيد.

a a

a

a

2(c - b)

1
2 bc

1
2 bc

1
2 bc

1
2 bc

با توجه به شكل داريم:

a (c b) ( bc)= − +
12 2 4
2

يا:

a c b bc bc= + − +2 2 2 2 2

يا:

a b c= +2 2 2

روش سوم
مثلث قائم الزاويه ى زير را در نظر مى گيريم:

ــكل  ــى با همان ابعاد با قاعده ى b را در كنار آن، مانند ش مثلث
زير قرار مى دهيم:

2

a

b b a

CB

c

D

E

2
3

1

1

ــل مى كنيم تا ذوزنقه ى  ــتى به A وص نقطه ى E را با خط راس
c و در نتيجه  c∠ + = 91 2

�0 ABDEحاصل شود. بديهى است كه 
داريم:

       
0c∠ = 9 �           

از طرفى مى دانيم كه مساحت ذوزنقه چنين است:

 

(a c)= +
1 2
2

                  

از طرفى ديگر، مساحت ذوزنقه برابر مجموع مساحت سه مثلث 

قائم الزاويه است:

ABCD مساحت ذوزنقه ى = a.c a.c b.b

ac b

+ +

= +

1 1 1
2 2 2

1 2
2

 

 

بنابراين داريم:

ABCD مساحت ذوزنقه ى ( )a c ac b= + = +
1 12 2
2 2

و در نتيجه خواهيم داشت:

( )a c ac b+ = +
1 12 2
2 2

طرفين تساوى اخير را در 2 ضرب مى كنيم:
( )a c ac b+ = +

2 22

a c ac ac b+ + = +2 2 22 2
و يا پس از اختصار لازم داريم:

a c b+ =2 2 2

A

B C

c

a

b

  دوره ى شانزدهم، شماره ى 2، زمستان 1389
راهنمايى

22

C

ABCD مساحت = 1
2

a) = مجموع دو قاعده × ارتفاع ×  c)(a c)+ +
1
2


